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Les transductions ont l’un dcs outils les plus yuissants de h’6tude des 
langages formels. Aussi est-il nature1 d’essayer de les gen&aliser aux s& 
ries formelks en indkrmin~es non commutatives gui, en un certain 
sens, prolongent la theorie des langages. Tkhe deja entreprise par Shamir 
[ 1 S], Nivat [ 141, l’auteur (Transductions et series formeiles. Th&e 2e 
c, F3cult6 des Sciences de Paris, 1969) et Jacob ‘I f 11. 
Lcs propriMs g&Grales des transductions de langages. et plus parti- 
culit?roment des transductions rationnelles, sont aujoud’Qui assez bien 
[ 18 1, Nivat [ 141, 3insburg, Crei- 
). I1 n’es:: malheur :usement pas pos- 
sible de fes calquer sans prkautions pour les serks. Entre autres diffi- 
cult$s alors: l’application compos6e de deux trawJ;lcti$ws ne serait pas 
ntkessairement une transduction. Le formalilcmz iza expcs6,. emprwt6 
A la th8se f 71 de l’auteur, en vielit A bout. 11 eansiste en so1 essence ZI 
reprkentcr une transduction par une serie formelle sur le w=uduit d’un 
nombre quelconque de monoi’des et non seulement de deux. 
Lorsque C? est vide, on obtient lc monoi’dc libae A’*; lorsque E! contient 
toutes les relations possibles, on obtient le monoiifz commutatif libre 
X’. L’Mment ncutre de X*/(e), ou mot vide, est not@ ). . 
Soient ,4 un semi-3nneau ’ unitaire. non nkcssairement commukhf. 
&X/(e)> et AK&‘(@)D les semi-anneaw des polyn6mes et des series 
form& B coefficients dans A, en tes ind&erminks associatives x E .A’, 
soumises aux relations de commutation i?. Un 616ment s E ,MX/(@))> 
est not& 
Lossque (3 est vide, on obtient IS semi* wneaux Acx) et AK&% des poly- 
nbmes et des shies en Ies ind6termit& associarives x E X, non commu- 
tatives si X a au moins deux elements. * +ursque C! conticnt toutes Its re- 
lations possibles, on ob t ien t les semi-arrncwx A [X ] et A f [X ] ] des poiy- 
njmes et des shies en les ind&ermin5es commu$atives x’E X. 
L-e produit, dans la catbgorie des nwnol”des, d’un nombre fini de 
monafdes litthaux xt/(c?i, (i = 1, . ..’ k) est encore un monofde litthal, 
not6 A”,*/( e1 ) e . . . B X,*/( C?& sur iecuel on peut d&inir les semi-anneaus 
des polyn6meset ksshies, notbAI~.~‘l/(~l) QP... QQ.I’~~(c?,J} et 
AN, i’( C? f ) 8 . . . db X,/( C, P>, Les isomwphismes canoniquei suivants 
sont classiques: 
Lsrsque A est cornmutatif, il vient: 
mi-anneartl A est :~n ensemble muni de deux lois de composition, I’addition et la multi- 
on, satisfaisant aux axiomes: (i) pour I’addition, A est un monome commutatif; (ii) la 
ion est associatfve t distributive par r rt a l’addition: (iii) 0 dhsignant 1’616ment 
‘addition, pour tout u E A, on a: a0 = 0. 
sir Q et &,r designent les produits tensoriel et tensoriel topologique 
sur A. 2 
Un-r she s E AKXj’d C!)>) txt dite irtwrsible ss’il existc s-l E A((X/(C3 1)) 
tclle qw ss-l = s-’ s = orsqut’ A est un anncau. s est inversib 
terme constant (s, J) f”est dans A. Une scrie s est ite quas&zI)arsib/,t, (011 
propre) ssi (s, 1) qt ~1; 
vhifie 10s relations‘ 
e quasi-inverse st difini p3r T = *in ~ 1 spa. 11 
S = s + 5-z = s 4- “?s. 
Wn sous-sent i-anneau R e AKX/(C_? ))) est dit rabi~JnrleNe1~ler2t &S ssi le 
quasi-inverse (resp. l’inverscf de tout El&ment quasi-inw rsible (resp. in- 
versibk ) tk R ap art ient encore 3 R. Le semi-anneau A ( ‘Xi( (2))) des 
F shies r~hwtrrdl . est le plus petit sous-semi-anncarb ratio3:nellement 
clos de A((x/(C? 1)) qui c ntknne A<X/(C? )). 
On vhifie l’isomorpl me (of. (t&71) 
Soit &IN1 x iv2 l’cnsemt3le dcs matrices a N, lignes et N 
coeffkients dans A. Une application p : X*/(C) -+ ANX ;sv 
colonnes, a 
est une Fqr&- 
.w tution (lirr&zire) ssi c’es un lwnomoryhisme du monoiide X *i(C) 
dans its mono~de multylicatif form6 par les matrices car&s d’ordre N. 
Unc skie I- E AtN/( CW est dite rwomuissabk ss’il existe un entier 
N 2 1, une reyrSsentat:sn p : X*/(e) --+ A1yxs, un,e matrice /I E ANxN 
tels que 
oh Tr 11 CL w dhigne la trace de la matrice ?I v w. L’ensembk des shies 
reconnaissables, qui forme un A-bimodule, est not6 Axec tM/(e))). On 
doit a Schfitzenberger la forme 6quivalente suivan e: Pour qu’une shie 
r E A&Y/( c?N soit reconnaissabk, il faut et ii suffit qu’il existe un entier 
h’ 2 1, unt‘ reprhentatron ,p : X*/(e) -+ ANXN tcls que 
’ Quoique rl wit un semi-annsau, on dffinit Sitns difficult6 un produit tensoriel d’,4-algkbres. 
GA est d&fin! par rapport a la ?.opolopic (Xhdiquc classique de d4(<X/( P)H. 
On v&ifie lkomorphisme suivant (cf. [ 6, 7 I), ob Qd A d&igne le produit 
tensoriel d’A-modules 3 : 
La famille des skks reconnaissables :it, en @n&al, strictement incluse 
aws celle des s6ries ationnelles (ct. ]6- &I). Lorsque rcZ est vide, les deux 
fandIes sont confondues (tM&me dii de Klec:!:c--Schtitzenberger, cf. 
f M, 7,4]j. 
Le prodtrit d’Hudmnard de deux s&k G s:) sz E /! UT/( C?))) est la s6rie 
6nkalisant Schkxnberger [ 16 j, OFI montrc (cf. [G, 71 j: 
ne pro~ecf’iw-2 p ; AX/( (30 -+ A( b l{rD )) est un homomorphis~rw tel
ur twt Y f X9 px Q Y U { 1 j. !-roionger i> au semi-anneau MN/( (3 !,> 
rmelles ne va plas ans probl8mes. L’imagc par [I de s E AU..X/6 ~2))) 
est dWinie ssi, pour tout t‘ E Y /(cd), la famille {(s, II j: 24 E X*/(U), ptr = 2.11 
est ssmmable dans A. I1 faut done tenir cslmpte de la topcslugie du semi- 
neau A. 
e corps des nomIxes ratianlr;els et r = 2Z,13Ep0 2”x* E 
termin&. Soit la projectiw /I definie par JXY = 1. 
iviale, yr n’est p;;s d6finie: par co 
~p~~~~~e 2-adique, pr a un SMS et vaut Z&O 2” = -I. 
Flkrs, de st!ries forrnelles 
reuve. Your un corps ou un ~nnt’at) de Krull, la prywe ejt donn& en 
(7.81. 
Supposorls maintenant que A wit un semi-anneau totaiement ordonn~ 
oi!~ z&w est le pius petit &hnent. Soit r~ A$V/(CT))> pwduite i partir de 
AtX/(C? )? par un nombre t’ini d9additions, de prod&s et de quasi-inversions. 
Si la projection de r a un sew, nhxssairement lcs memt 7 opkations ef- 
fectuks sur la projection des i;:Ements de AM’/K?)> ant url sens et fournis- 
sent la shie projetk, qui est done aussi rationnelle. 
Lorsque A est ie semi-anneau de Book cI3 = (0, I), oh I + 1 = I, on 
sait que Its shies rationnelles et reconnaissables de-“ri C<.X/( (2jN corres- 
pondent aux parties de mhe nom de X*/(C) &udi6es en [4,6, ?, 8 1. 
Le produit d’Hadamard n’est autre, alors, que la simple intersection. La 
projection d’une partie quelconyue st toujours d6finie; celle d’unc partie 
ratio:,t?nelbe A une partie rationnelle. 
Dorhavant, le semi-anneau de base -4 est suppos6 commutatif. he 
application partiellc, c’est-A-dire non partout definie, 
?I: M&‘( 0) + A(<Y/(Q))) est diiie Bin6aire ssi, pour tout s, s’ E A((X/(e))) 
appartenant au domaine definition et pour tout or, cy’ E 9 as + is’ w- 
partient encore au damaine de dhfinition et /I(W + Q’S’) := aths + (~71s’. 
he trarrsdtaYion 7 : A( I( CW -+ A WA CD )N est une appl 
partielle ~i~~~~rc dkfinie de ia manihe suivante: I1 existe u 
fini Z, hentw18emcnt vide, un ense de wlations de co 
, une she + E A( our tout 
/(CD>, on ait 
(3) peut ct;tre +krite de la manihe suivante: 
ob ox d&igne le produit d’Hadamard de :Gries en 10s ind~trrnrin6es  E XV 
f- &ant consid&& comme Mhcnt de ( :‘Y/m ) @ Zl~e,>wx?(e,>,. 
sition 2.7. L ‘emt~~~,.:b/e des trmsdr 4 .- mri,: CiP if ax/( C)>> ckms ,4{i I’/( 
ictement incltts dms celtti des qq+* c~~ior~s partielles h&ircs. 
euw. Pour une transduction T definie L ommc en (3). il est loisible de 
se’r yue Z compte une seule Ilettw .:: si ce n’etait pas le cas, il sut’fi- 
e remplacer tout w E Z*/(& ) par 2: WI* oh twi de’signc la lonpeur de 
&n en dcktuit que la carGinalit6 de l’ensemble des transductians de 
((2 1)) dans AU Y/i rD jN est Cgale 3 !(c:ard ,4 )% alors que cek des ap- 
lications partielles IiiGaires est &alle k~ (card A)” 1 (ii; et N i 1JGsignent. 
me h l’accoutumk, les cardinahti s du dhMwable et du contirwj. 
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duit d’l-irrdartxu-d enles indktermin6es x E X,, i, et 
ent considh-kes cwnme des &mr:nts de 
est la transduction correspondant B
La somnw &ant distributive par rapport a la composiiion, on peut hon- 
ctx (voir aussi Jacob [ 1’; J ): 
._ 
Une transduction T : AU& )>) - MY/( ci))N est dite finitaire ’ si la: 
semi-anneau AN/(@ ), de% polyniimes appartient ;au dcmaine de defini- 
tion. A toute telle transduction, correspond la she + E AM/((?) CSJ Y/(0 N>, 
definie par 
-_ 
T- Et M’ @ nv: w E x*/(e)), 
Rkiproquemenr, a tsute sfrie F E AG.Xf(C?) cs Y/( 9))) correspond une 
twnsduction fhitaire 7 : 
(Z = qDIr. Cette correspun 
s&k ? sont dites associPes. 
6 
ou un anneau, 
U 
7 
upe 
c 
don que A est un semi-mneau 
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3ssaci6e J ?. I)t:~~x transductions inversk5 l’une de l’autre no sont pas 16 
kwisairemtznt dbys applications rkipr0qws. 
(i) Soi t A UG anneau muni ~‘e sa topologie disc&e triviale. 
ransduclGons non fkitrair3 de A~L%T~(C?)~~ dans AU Y/(‘1) )D. 
ent x = {_x), Y = {y), 7 : A [ [xl ‘i + A i [_I, \ f la transduction definie 
? = ( $ -3 j_~@& ao 2” ) E A [ 1 .j , .r, z ] 1. 1 et x n’appartiennent 
sine de dkfirnition, alors qw f i -a) y appartient : r( 1 --.x) = 0. 
ansduction cotnposbe slz A JX transductions finitaires n’est 
~~essairerne~~t finitaire. Ainsi, 1 wduction T pr6c6dente peut SC 
riser en 7yr1, oh rl: A[[s]] 3 f 11 = ,7~:Allzll3JIC~~11s~n~ 
tions finitaires assoc%e 1 i = i 1 -x) (C,,,, zl*$ et f2 = ( 
3 WI semi-anneau totalemwt ordonnk oh zero est Ee plu 
inie est sommable: lc semi- 
= $, 1) est comph~t. Si A ‘est pas complct (le sem 
es entiers non n tifs nc !‘est pas), adjoignons-lui un h!ment 
cE 4. 03 ait: 
e de toute Camille non so mable d’Mments de A est, par d&fi- 
plet. Sur ix3 tel wmi-anneau 
duction est finitaire (compaxr 
e.aiste un alphabet fini Z, 6ventuellement vidc, un ensemble & de rela- 
tions de cammutation SW 2, une si!rie rationneille If E M/w 3 Y/(9 j 
fir. -%I!( C)H tels quc 7 soit Gfinie comme en ‘(3) ou (4). 
Une transduction finitaire 7 - AKX/(C? )>> -+ MY/( TI))> est ditc ration- 
nelie ssi clle est associ& B une si:rie rationnelle f E At(Xf(e j eis Y/((D )B. 
es formules (3). (4). (5). (6) pcrmetten d’utiliser Its r6sultats g6n& 
raw du Paragraplw 1, cc yui nous conduit les propri6tfs; 
suivantes qui pricisent et compWent Ales obtenues dans les articles de 
Shamir [ 181 et Nivat [ 13 1. 
emarqw Si CZ2 n’&ait pas vide, la compos6e ties deux transductbns ne 
*wit pas rkessairement rationnek wmme le mcdntre 10 fait que le pro- 
duit d’I-&&mard de deux skies rationneks de AtW/(e 1)) ((3 # @) n’est 
as flecessairement une s\Srie rationnclk (ct. [ 6, 71). 
we. Utiliser (2), (3) et tes ProposiVL ns 1.1 et 1.2. 
e erne que darns la pre\.fSdente r marque, l’image par une 
tion rationnclle d’une s&k lC.rtionnelle n’est pas, en gen&al, une 
rie rationmtlle. 
it h un homomorpkme de X *A C) dans le monoi’de multiplicatif 
par les s&ies rationnelles de A/Y/( 3 )D; il se prolonge, par line- 
en une transduction finitaire, encure notee 11, qui est rationnelle 
rckqu’associ&e a ia &tie de A(X/(_ C? ) % Y&Q ))): 
Dmorphltsme, conGd$re comme 
paoque clui, par lin&arite, se pro- 
ire, encore notee 4-l. I1 est claia 
eux transductions f’initaicvs rationnelles i-nverses 
M. 8’hk.q Transcittctiom de st%-its forrndes 6? 
PRWW. LC psoduitd’Hadmwrd par une s&k rationnelie donnee etant 
cl;iirenrent WC transduction rationncik, la condition ~$1 wffjsante en 
vestrr ctu la Proposition 3. I. 
Montrons qu’clle cst nkssaire. Soit 7 Jonn& par ? ti A&Y/( 0 ) e3 ,‘/((s, 1 
SC/( C )N ob C est un nauvel alphabet. I1 est loisible de supposer X, Y, C 
deux B dcuX disjoints. Posans Z = X W Y U C. I1 est ais@ xfe msntrer ~u’il 
existe au mains une shit r0 E A ((2 1) dont I’image canonihue dans 
A rlXM!) 0s Y/VII 1~53 Z/( C))> est f. ‘Soimt /lx : Z* -+ X*/( C?)), py : Z*+ Y*/(Q ) 
les projections &finks, pour tout P CZ 25, par 
Rappclons qu’un langage, c’cst-S-dire une partie, rationnel de 2” cst 
dit IWIE ou .~fc:&~d ss’il est de la forme iZ*F \ Z* I/Z*, oh f, F C Z, 
v C i?. Medvcdcv a montr6 (cf. Eiilenberg [4]) yue, pour tout langagc 
rationnel L, c P, il existc un alph&et 2, un langage rationnel local 
K C if*, un homomt rphisme Q! : 27 --+ X 4c dthiib~tiqt~t, c’est-A-dire tel 
- que aZ C X U (l}, vklfiant L = cd. 
Une shit k E A<(Z)> est dite hcwle ou starzdard ssi on peut la dffinir 
de la mani& suivanto: il exdste des applicationsa, b : 2 -+ A, 
t : 2X2 --) A t&5 que, pour tOUt j’= Zil . . . Zin E AZ”, on ait 
(k, f) 2 id(Zil) t(Zi,, Zi2) s.+ t(Zin_l, Zi,) b(Zi,,); 
(k, i ) rst quelconque. iOn peut alors obtenir pcur lcs &ties I’analogue 
du t.h&&me dc . edvcdw (voir 1’ 
rewe. If suffirl: de prsuver la nkessit6. Utilisons les notations de la p& 
Le r&.&it wivant wait et6 pris par Nivat [ 141 fmnme definition des 
~~~~?~~z~~~~~~?~~ g&lcSrullis&s qui, dans T’ECI re terminslogie, ssnt les tram+ 
drrc tisns finitaires rat ionncllcs. 
- reuve. Utifiser ( I j. 
UT. Rappelons que adns le cas (“Se parties de monot”des Sitttkaux, 
toute transduc?icrn altionrselle est finkke rationnelle. 
( 1) La transduction 7 : R{N/(C?))) -% AM/( 0) qui consiste B faire le 
r0duit de C’auchy (B droilte, par exemple) par une s&ie rationnelle don- 
n6e rO E RUN est finjltaire rationnelle, asso&e ZI la &rie 
4): w E X*/( C?)) I’est (cf. @I). 
/(C?) un mot don& et T : AKX/(C)D 
iri: rationnelle d6finie, pour tout w E 
M. Fliess, Trmtsductions de s&b% f brmelles 69 
Elle est associ6e 21 la s&k rationnek 
\ 3) On appelle d&iwk~ de AU/@))} toute application partielle 
IiGaire B : AKX/U? )D + AKX/(CW tclle que, sl, s2 appartenant au do- 
m:;5 ?x de dtfinition, il HI cst de mEme de su s2 qui verifie 
Par lixGarit6. on prolonge a/&x en une transduction finitaire dont on 
montre qu’elle verifie (3) et qu’on note encore ~/Yk. * Z?/&Gh et 
~2f~s’~.x ( , x’ E X), qui ant des definitions hidentes, sont des trans- 
ductions finitahses &ales, qui vhifient (7). On appelfe d&?c~atiwz prtieZZe 
tout op$ra$eur de fe forme 
$w1’+ . ..+rit k 1 
6 
a_ms’“‘... a.Yon~k~ 
Preuve. i3/i3x est associCe ‘a 2a s&e 
(c Ct”43,‘: fEX.))(x Cb l)( iy*f:.w Pij 
I 
qui est rationnelle, car la she 
en effet, m = (h i ) E A2x 2, il vient 
I, en l’ind6termin6s t, l’est. Scri 
es9 un cas ~aFt~cuj~er 
] 1, qui serait justifiable d”un 
uite par Baker et Haus 
our tout f E x , ii vknt af/ax = (~j)~ 2, Ce qui conshne une autre 
preuve (cf. corortaire de ia Proposition 3.5 !. 
Pour toute’dkivation partieile, le r6s&rt s’obtient de meme manictre. 
e. IS exjste d’autres types de hivations. Fox (cf. f 13, p. 3%)) 
hivation toute applica tton KwPii G3ire ( K est uta corps cammuta- 
: KC> -+ /3.X> telle que, pour tout ? Q E 83X), on ait 
ation aux shies foPmetks chitgerait 3 tenir compte de la topo- 
Fox montre que l’ensembk cle ces dhivatio s forme un K(Xj- 
uie droit libre dont une base est (81, : x E Xl, oil 
ne tran3duckw finitaire ratio t 1 nelle assohke d 
r cons&uent, toute dhivation de Fox est aussi une telle transduction. 
k dkfinies ci-aprb, l’ont et6 par hri et 
erhins probh~es de cam binat We 3 
ties non corn muta tives. 
N la treuasduetion fi it- 
gxkh si.f = g.x+?, oh g E {xi, ...* xk) 
La transduction finitaire k : AKXD + AU’)) es: Sfinie par recurrence 
suf la longueur des mots 
Hle es: finitaire rationnelle car associk A 
Vk 
Dans l’algt\bre des opkiteurs. on v6rifie que 
cm 
Q 
(5) Gfnh-ati sant Nivat [ 141, Jacob { 121 a introduit les transductions 
finitaires rationnefles uivanks. 
(a ) les transductions, di tes d’inzuge fi~ie, de A CM)> dans A(( Y)) associees 
aux skies rationneks de la forme (AW)<(X)}; 
i b) Ies transductions tiites r&d&s de A U YN dans C<X>>, que l’on 
peut dt5fhnir ainsi: il existc des entiers IV. AI 2 1, une repr&entation 
/A : )“* + (At(X)>jvXLv telle que, pour tout 8 E YY*, on i3it 4g = ([fg)* ,N, 
ab les tcrmes constants des coeificients sont nuls si la longueur de g de- 
passe 121 Un ewnple en est Ie premier type de derivatiw 5tudie plus haut. 
Jacob [ 12 1 a prouv6 que: 
(a)I’mverse d‘une transduction d’lmage finie est une transduction r& 
gulk, et rkiproquemw t ; 
(b) les transductions reguiees forment une sous-categoric (semi-) 
additive de la categoric des transductions rationnelles; 
e transductio r6guk est partout definie et transfwme toute 
serie rationnelle en une s&k r 
rf 6) Les d$hitions des cfwes ratiw~~~ci’~ ~fjid8k~~~ et des ~tiMk.s rrg& 
abks lo (jk.Wcs) de langages sant tm@mi’hui classiques (cf. Ginsburg, 
Greibach et H~pcroft [ 101. Eilenberg [ 3 1. %lomaa [ 151, Boasson et 
llec; se generalkxkt directenwt-i  aux series: 
rrx~kwwE I&plt!) de AKIN c:st un ensemble de s&%x 
ferm6 par transduction rationnetk (r$gu:s? ); 
I b) une .farnille qgxkble Wgnk!d de s& LZS de ,4U,,XN est un c6ne ra- 
tionnel (regul& qui est aussi une A-alg&re rationnellement close (pro- 
ment rationnellemf:n t close i l). 
Bten des propri&es des langages (ct’. f h , IO. 15 ]+ etc.,.) se gbt&ralisent, 
problkw aux, s&s. 
) Centiralisant Schtitzenberger [ I 7 jr ;’ serait intkssant d’etudier les 
ants de la reprkentation r&&Wd’u! se s&ie rationnelte non corn-- 
tativs, sur un corps commutatif, (cf. f’ , 31) en regard dune transduc- 
MY;; zationnelle. 
($ j II er:iste, bien entendu, des traxrsdwtions i rationneiks (vair Fliess 
[‘;a], Jxcob [ 121). 
tisn du thCorhe de Medvedev 
erifions d’abord qu’une s&k ratizw51etle locale est effeotivement ra- 
tionnelle. UtiEiwns les notations du Pawgraphe 3 et posons Z = ( z 1 ) . . . . z,,}. 
oft ;c : z d AnX n Ia repr&entation difinie, pour tout i =: 1, . . . . I?, par 
oicne xE A lxn et y E An” 1 les matrices tigne et colonne definies par 
(Zi j, Ti = b(Zi) (i = I, . . . . !-I). I1 est elair que 
{(X/zf7)f: E 4i?2?). 
tian suivante du theor5me de edve&v est 3 comparer 
aelativement ri certGns types de processus tochasti- 
grt%bfe de langages n’est autrc qu’unc abstract fimil_v of lmgwges ou .4H,. Le 
le” CS~ dii i L. Boasssn. 
a llpt qde seule la quasfinversion intervient. 
uvc. Elle est identique S celle donnee en theorie des langages (cf. [4]). 
I1 existe au moms une serie r’ E A(X)) dont l’imape canonique dans 
Ac(X/(C?)H est egale a r. 11 suffit de faire la demonstration pour r’ que 
I’on peut supposer donnke par we representation y’ : X* --t Awx IV’ de 
sorte que 
r’ = 1) + c {(p’f,, JJ j’E xx*}. 
P3sonsz=Xx{l~ . ..( IV’}. Soient ct : 2X 2 --, A, a, b : 2 -+ A les applica- 
tions d6finies par 
, 
a([_~. i]) = 1 sii= 1, 
0 sii# 1, 
b( ix, i]) = (~‘-~)i Nn . 
* 
Soit k la serie locale de terme constant nul ainsi COT struite. Posons 
k’ = (r’, 1 ) f k, qui est aussi rationnelle locale. Soit 6p : Z* + X* l’homo- 
morphisme alphabktique dkfini par y&x, i]z- x. I1 Gent r’ = pk’. 
Remarques. (i) La d&monstration montre que, dans la Proposition A. 1, 
on peut imposer B Q d’etre cmtinrr la, c‘est-S-dire tel que, pour tout 
zEZ,CL2# 1. 
(ii, Lorsque R est le semi-annezau de Boole 30 = CO, l), on retrouve le - . 
theoreme classique de Medvedev. 
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